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КОММУТАЦИЯЛАНАТЫН КЕШІГУІ БАР СЫЗЫҚТЫ ЕМЕС ЖҮЙЕЛЕРДІҢ ТҰРАҚТЫЛЫҒЫ 
 

Аннотация: Бұл жұмыста уақыт бойынша кешігуі бар коммутацияланатын сызықты емес 
жүйелердің тұрақтылығы мәселесі қарастырылады. Қарастырылатын жүйе динамикасы бірнеше 
ішкі жүйелер арасында ауысуды сипаттайтын коммутация сигналы арқылы анықталады және 
уақыттық кешігу әсері ескеріледі. Коммутация сигналы ерікті түрде өзгеретін жағдайда жүйенің 
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орнықтылығын қамтамасыз ету басқару теориясындағы күрделі әрі өзекті ғылыми мәселелердің 
бірі болып табылады. Зерттеу барысында Ляпунов-Красовский функционалына негізделген әдіс 
қолданылып, кешігуі бар коммутацияланатын сызықты емес жүйелер үшін тұрақтылықтың 
жеткілікті шарттары алынды. Ұсынылған тәсіл жүйенің сызықты емес қасиеттерін, уақыттық 
кешігу мүшелерін және коммутация әсерін бір уақытта ескеруге мүмкіндік береді, бұл классикалық 
нәтижелерді жалпылауға жол ашады. Сонымен қатар, жүйені шекті уақытта тұрақтандыру 
шарттары зерттеліп, сәйкес күйлік кері байланыс басқару заңы ұсынылды. Бұл басқару заңы жүйе 
күйлерін шектеулі уақыт ішінде нөлдік тепе-теңдікке жеткізуді қамтамасыз етеді және 
асимптотикалық тұрақтылықпен салыстырғанда жылдам тұрақтануды қамтамасыз етеді. 
Алынған теориялық нәтижелер сандық модельдеу арқылы тексерілді. Модельдеу нәтижелері жүйе 
күй айнымалыларының коммутация мен кешігу әсеріне қарамастан нөлдік тепе-теңдікке 
ұмтылатынын көрсетті. Сонымен қатар, коммутация сигналының бірнеше рет өзгеруі жүйенің 
орнықтылығына кері әсер етпейтіні байқалды. Зерттеу нәтижелері ұсынылған әдістің тиімділігін 
дәлелдей отырып, оны кешігуі бар коммутацияланатын сызықты емес жүйелерді басқару 
есептерінде қолдануға болатындығын көрсетеді. 

Түйін сөздер: коммутацияланатын жүйе, сызықты емес жүйе, уақыт бойынша кешігу, 
тұрақтылық, шекті уақыттағы тұрақтандыру, Ляпунов-Красовский функционалы, коммутация 
сигналы, басқару. 

 
Кіріспе 
Коммутацияланатын жүйелер басқару теориясының маңызды бағыттарының бірі 

болып табылады Мұндай жүйелер бірнеше режимдерден тұрып, коммутация сигналы арқылы 
сипатталады. Коммутацияланатын жүйелер әртүрлі инженерлік салаларда кеңінен 
қолданылады [1-3]. Сондықтан олардың тұрақтылығын талдау маңызды ғылыми мәселе 
болып табылады. 

Коммутацияланатын жүйелерді зерттеуге қызығушылық олардың әртүрлі режимдер 
арасында ауысуымен және кейбір жүйелерді тек коммутация арқылы тұрақтандыру 
мүмкіндігімен түсіндіріледі. Соңғы жылдары коммутация негізіндегі басқару әдістері кеңінен 
зерттелуде [4-6]. Әдебиеттерде коммутацияланатын жүйелердің тұрақтылығына қатысты үш 
негізгі мәселе қарастырылады: ерікті коммутация, шектеулі коммутация және 
тұрақтандырушы заңдарды құру [1,3]. Біріншісі – кез келген коммутациялық сигнал үшін 
жүйенің асимптотикалық тұрақтылығын қамтамасыз ететін шарттарды анықтау. Екіншісі – 
коммутация сигналдарының белгілі бір кластары үшін тұрақтылықты зерттеу, яғни коммутация 
жылдамдығына немесе құрылымына қойылатын шектеулер арқылы жүйенің орнықтылығын 
қамтамасыз ету. Үшіншісі – жүйені тұрақтандыратын коммутациялық заңдарды құру, бұл 
басқару жүйесін жобалау тұрғысынан ерекше маңызды болып табылады. 

Классикалық нәтижелер барлық ішкі жүйелердің тұрақтылығы жалпы жүйе 
тұрақтылығын қамтамасыз етпейтінін көрсетеді [4-7]. Басқаша айтқанда, тұрақты ішкі 
жүйелердің өзара дұрыс емес коммутациясы жүйенің тұрақсыздығына алып келуі мүмкін. 
Сондықтан ортақ Ляпунов функциясы және кешігуге байланысты әдістер кеңінен зерттелген 
[2, 4-8]. Сонымен қатар, кейбір жағдайларда барлық ішкі жүйелер тұрақсыз болса да, арнайы 
құрылған коммутациялық заң арқылы бүкіл жүйені тұрақтандыру мүмкіндігі бар екендігі 
көрсетілген [4, 9, 10]. Сонымен қатар, сызықты емес және уақыт бойынша кешігуі бар 
коммутацияланатын жүйелер үшін тұрақтылықты қамтамасыз ету мәселесі толық шешімін 
тапқан жоқ [3, 11]. Ерікті коммутация жағдайында шекті уақыттағы тұрақтандыру өзекті мәселе 
болып табылады [11-15]. Бұл бағытта Ляпунов-Красовский функционалдары және күйлік кері 
байланыс әдістері қолданылады.  

Бұл жұмыстың мақсаты – кешігуі бар коммутацияланатын сызықты емес жүйелердің 
тұрақтылығын зерттеу және оларды шекті уақытта тұрақтандыру әдісін құру. Жұмыста ерікті 
коммутация жағдайында жүйенің тұрақтылығын қамтамасыз ететін жаңа шарттар ұсынылады 
және ортақ Ляпунов функциясына негізделген басқару әдісі қарастырылады. 

Зерттеу шарттары мен әдістері 
Бұл жұмыста Ляпунов-Красовский функционалына негізделген әдіс қолданылды. Бұл 

тәсіл кешігу әсерін ескеруге мүмкіндік береді және жүйенің орнықтылығын зерттеуде тиімді 
құрал болып табылады. 

Коммутация сигналы ерікті түрде өзгеретін бөлшектік-тұрақты функция ретінде 
қарастырылады. Кешігу функциясы шектелген және үздіксіз деп алынды. 
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Жүйенің тұрақтылығын талдау үшін ортақ Ляпунов функциясы қолданылып, 
функционалдың туындысы арқылы жеткілікті шарттар алынған. Сонымен қатар, жүйені шекті 
уақытта тұрақтандыру үшін күйлік кері байланыс басқару заңы ұсынылды. 

Зерттеу нәтижелері 
Осы жұмыста уақыт бойынша кешігуі бар коммутацияланатын сызықты емес жүйе 

келесі түрде қарастырылады: 

( )
( ) ( ), ( ( )) , 0,( )

t
x t f x t x t t t


  &  

Мұндағы ( )
n

x t Ў – жүйенің күй векторы, ( ) : [0, ) {1, 2, , }t m    P – коммутация 

сигналы, ( , ),
p

f p   P – жеткілікті тегіс сызықты емес векторлық функциялар, ( ) [0, ]t   – 

шектелген уақыттық кешігу. 

Коммутация сигналы ( )t бөлшектік-тұрақты функция болып табылады және жүйе 

динамикасының әртүрлі режимдер арасында ауысуын сипаттайды. Әрбір pP үшін ішкі жүйе 

келесі түрде беріледі: 

( ) ( ), ( ( ))( )
p

x t f x t x t t & . 

Жүйенің бастапқы шарттары келесі түрде беріледі: 
( ) ( ), [ , 0],x t t t    L  

Мұндағы ( )  – берілген үздіксіз бастапқы функция. Жұмыста келесі негізгі болжамдар 

қабылданады: 

Болжам 1. Әрбір  ,
p

f x y  функциясы аргументтері бойынша локальды Липшиц шартын 

қанағаттандырады, яғни жүйе шешімінің бар болуы мен бірегейлігі қамтамасыз етіледі. 

Болжам 2. Кешігу функциясы ( )t  шектелген және үздіксіз, яғни 0 ( )t   . 

Болжам 3. Коммутация сигналы ( )t ерікті, яғни алдын ала берілген шектеулерсіз 

таңдалады. 

Осы жұмыстың негізгі мақсаты – жоғарыда берілген жүйе үшін тепе-теңдік күй   0x  -

дің тұрақтылығын зерттеу және оны шекті уақытта тұрақтандыру шарттарын алу болып 
табылады. 

Атап айтқанда, келесі мәселелер қарастырылады: 
– ерікті коммутация жағдайында жүйенің тұрақтылығын қамтамасыз ететін жеткілікті 

шарттарды анықтау; 
– кешігуі бар жүйелер үшін Ляпунов-Красовский функционалы негізінде тұрақтылықты 

талдау; 
– жүйені шекті уақытта тұрақтандыратын күйлік кері байланыс басқару заңын құру. 
Жоғарыда қойылған есепті шешу үшін ортақ Ляпунов функциясы және уақыттық 

кешігуді ескеретін функционалдық әдістер қолданылады. Алынған нәтижелер 
коммутацияланатын сызықты емес жүйелердің тұрақтылығын талдауда және басқару 
заңдарын жобалауда қолданылуы мүмкін. 

Теорема 1. Қарастырылып отырған коммутацияланатын сызықты емес жүйе 

( )
( ) ( ), ( ( ))( )

t
x t f x t x t t


 &  

үшін жоғарыда берілген Болжамдар 1-3 орындалсын. Егер келесі шарттар орындалса: 

1. Әрбір pP  үшін үздіксіз дифференциалданатын функция  

( ) :
n

V x


Ў Ў  

бар болып, ол оң анықталған және радиалды шектелмеген; 

2. Кейбір 
1 2
, 0c c   тұрақтылары үшін  

2 2

1 2
( ) ;c x V x c x ‖ ‖ ‖ ‖  

3. Жүйе траекториялары бойымен келесі теңсіздік орындалса:  

( ( )) ( ( )) ( ( ( )))V x t V x t V x t t     &  

мұндағы 0;    онда жүйе кез келген коммутация сигналы ( )t  үшін глобальды 

асимптотикалық тұрақты болады. Сонымен қатар, егер қосымша 

( ( )) ( ( )), 0 1V x t kV x t


   &  
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шарты орындалса, онда жүйе шекті уақытта тұрақты болады. 
Дәлелдеу. Ляпунов–Красовский әдісін қолданайық. Келесі функционалды 

қарастырамыз: 

( )
( ) ( ( )) ( ( ))

t

t t
W t V x t V x s ds


    

Бұл функционал оң анықталған және шектелген, өйткені  V x оң анықталған. 

Енді  W t -ның туындысын есептейік: 

( ) ( ( )) ( ( )) ( ( ( )))(1 ( )).W t V x t V x t V x t t t     & & &  

( ) 1t &  екенін ескерсек, келесі бағалауды аламыз: 

( ) ( ( )) ( ( )).W t V x t V x t & &  

Шарт бойынша: 

( ( )) ( ( )) ( ( ( ))).V x t V x t V x t t     &  

Осыны орнына қойсақ: 

( ) ( 1) ( ( )) ( ( ( ))).W t V x t V x t t      &  

   болғандықтан, сәйкес тұрақтыларды таңдау арқылы 

( ) ( ), 0W t W t   &  

түріндегі бағалауды алуға болады. Бұл теңсіздік Ляпунов теоремасы бойынша жүйенің 
глобальды асимптотикалық тұрақтылығын қамтамасыз етеді. Енді шекті уақыттағы 
тұрақтылықты қарастырайық. Егер 

( ( )) ( ( )), 0 1,V x t kV x t


   &  

онда айнымалыларды бөлу арқылы: 

.
dV

kdt
V


   

Интегралдап: 
1 1

( ) (0) (1 ) .V t V k t
 


 

    

Осыдан: 
1

(0)
.

(1 )

V
T

k










 

Яғни, жүйе шекті уақытта нөлге жетеді. 
Бұл жұмыста кешігуі бар коммутацияланатын сызықты емес жүйелердің тұрақтылығы 

зерттеліп, негізгі теориялық нәтижелер алынды. Ляпунов-Красовский функционалы негізінде 
тұрақтылықтың жеткілікті шарттары алынды. Ұсынылған әдіс коммутация сигналы ерікті түрде 
өзгеретін жағдайда да жүйенің орнықтылығын талдауға мүмкіндік береді. Бұл нәтижелер 
коммутацияланатын жүйелер теориясындағы белгілі классикалық тұжырымдарды жалпылай 
отырып, кешігу әсерін ескеретін жаңа шарттарды ұсынады. 

Жүйені шекті уақытта тұрақтандыру шарттары анықталды. Атап айтқанда, сызықты 
емес күйлік кері байланыс басқару заңы негізінде жүйе күйлерін нөлдік тепе-теңдікке шекті 
уақыт ішінде жеткізу мүмкіндігі көрсетілді. Бұл асимптотикалық тұрақтылықпен салыстырғанда 
жылдамырақ тұрақтануды қамтамасыз етеді. 

Алынған теориялық нәтижелер сандық модельдеу арқылы расталды. Модельдеу 
нәтижелері жүйе күйлерінің нөлдік тепе-теңдікке ұмтылатынын көрсетті. Коммутация жүйе 
орнықтылығына кері әсер етпейді. Жалпы алғанда, ұсынылған әдіс уақыт бойынша кешігуі бар 
коммутацияланатын сызықты емес жүйелердің тұрақтылығын қамтамасыз етуде тиімді құрал 
болып табылады және практикалық қолданбаларда пайдалануға жарамды. 

Ғылыми нәтижелерді талқылау 
Алынған нәтижелер кешігуі бар коммутацияланатын жүйелердің тұрақтылығын 

талдауды кеңейтеді. Ұсынылған тәсіл кешігу мен коммутация әсерін бірге ескеруге мүмкіндік 
береді. Алынған теориялық шарттар классикалық нәтижелермен салыстырғанда жалпылама 
сипатқа ие, себебі олар коммутация сигналына алдын ала шектеулер қоймай-ақ жүйенің 
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орнықтылығын қамтамасыз етеді. Бұл әдістің практикалық маңыздылығын көрсетеді. 
Сонымен қатар, жүйені шекті уақытта тұрақтандыру шарттарының алынуы басқару сапасын 
жақсартуға мүмкіндік береді, өйткені жүйе күйлері шектеулі уақыт ішінде нөлдік тепе-теңдікке 
жеткізіледі. 

Коммутацияланатын жүйелердің тұрақтылығын зерттеуде жиі қолданылатын 
әдістердің бірі – ортақ Ляпунов функциясын құру болып табылады. Алайда кешігуі бар 
жүйелерде бұл әдісті тікелей қолдану әрқашан мүмкін емес. Осы тұрғыдан алғанда, Ляпунов-
Красовский функционалын қолдану кешігу әсерін ескеретін тиімді тәсіл ретінде 
қарастырылады. Модельдеу нәтижелері жүйенің орнықтылығын көрсетеді. Жүйе күйлері 
орнықты күйге келеді. Бұл ұсынылған басқару заңының практикалық маңыздылығын 
арттырады. 

Сонымен бірге, ұсынылған әдістің кейбір шектеулері де бар. Атап айтқанда, алынған 
нәтижелер белгілі бір сызықты емес функциялар класы үшін орындалады және басқару 
параметрлерін дұрыс таңдауды талап етеді. Болашақ зерттеулерде бұл тәсілді белгісіз 
параметрлері бар және жоғары өлшемді жүйелерге жалпылау маңызды бағыттардың бірі 
болып табылады. 

Сандық мысал. Ұсынылған нәтижелердің тиімділігін көрсету үшін уақыт бойынша 
кешігуі бар коммутацияланатын сызықты емес жүйенің келесі моделі қарастырылады: 

1 2

2 ( ) 1 ( ) 2 ( ) 1 1 1 1 2 2 2

( ) ( ),

( ) ( ) ( ) ( ) | ( ) | sgn( ( )) | ( ) | sgn( ( )).
t t t

x t x t

x t a x t b x t c x t k x t x t k x t x t
 

  




      

&

&
 

Мұндағы 1 2
( ) [ ( ), ( )]

T
x t x t x t

– жүйе күй векторы, 
( ) {1, 2}t 

– коммутация сигналы, 0  – 

тұрақты кешігу, 
0 1 

. 
Жүйе параметрлері келесі түрде таңдалды: 

1 1 1

2 2 2

1 2

2.0, 1.8, 0.25,

1.6, 2.2, 0.20,

0.15, 1.2, 1.0, 0.7.

a b c

a b c

k k 

  

  

   
 

Таңдалған параметрлер Теорема 1 шарттарын қанағаттандырады. Коммутация 
сигналы бөлшектік-тұрақты заң бойынша анықталды. Коммутация мезеттері: 

2, 4,6.5,9 }1{ ,11, 3.5,16
s

t 
 

Коммутация сигналы ерікті түрде таңдалған.Бастапқы шарт: 

1 2
( ) 1.2, ( ) 0.8, [ ,0]x t x t t     

 
Жүргізілген сандық модельдеу нәтижелері 1-3 суреттерде көрсетілген. 
 

 

Сурет 1 – 
 1x t

күй айнымалысының уақыт бойынша өзгерісі 
 

1-суретте 
 1

x t
күй айнымалысының уақыт бойынша өзгерісі берілген. Суреттен көріп 

отырғанымыздай, коммутация және кешігу әсеріне қарамастан 
 1

x t
уақыт өте нөлге 

ұмтылады. 2-суретте 
 

2

x t
күй айнымалысының динамикасы көрсетілген. Бұл айнымалы 

нөлдік тепе-теңдікке ұмтылады. 3-суретте ( )t коммутация сигналының уақыт бойынша 
өзгерісі келтірілген. Коммутацияға қарамастан жүйе орнықты күйге келеді. 
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Сурет 2 – 
 2x t

күй айнымалысының уақыт бойынша өзгерісі 
 

 

Сурет 3 –σ(t) коммутация сигналының уақыт бойынша өзгерісі 
 
Алынған нәтижелер көрсеткендей, ұсынылған басқару заңы мен Ляпунов негізіндегі 

әдіс уақыт бойынша кешігуі бар коммутацияланатын сызықты емес жүйелерді тиімді түрде 
тұрақтандырады. Жүйе күйлері барлық коммутация режимдері үшін нөлдік тепе-теңдікке 
ұмтылады, бұл алынған нәтижелер Теорема 1-де алынған тұжырымдарды растайды. Айта 
кету керек, сандық модельдеу кезінде күй айнымалылары теориядағыдай дәл нөлге жетпей, 
нөлдің өте кіші маңайына жинақталады. Бұл сандық интеграторлардың шектеулеріне 
байланысты қалыпты құбылыс болып табылады. 

Қорытынды 
Бұл жұмыста уақыт бойынша кешігуі бар коммутацияланатын сызықты емес 

жүйелердің тұрақтылығы мәселесі қарастырылды. Коммутация сигналы ерікті түрде өзгеретін 
жағдайда жүйенің орнықтылығын қамтамасыз ету шарттары зерттелді. 

Жұмыс барысында Ляпунов-Красовский функционалына негізделген тәсіл 
қолданылып, кешігуі бар жүйелер үшін тұрақтылықтың жеткілікті шарттары алынды. 
Ұсынылған әдіс жүйенің динамикасын сипаттайтын сызықты емес және кешігу мүшелерін 
ескеруге мүмкіндік береді. Сонымен қатар, алынған нәтижелер негізінде жүйені шекті уақытта 
тұрақтандыратын басқару заңы қарастырылды. 

Теориялық нәтижелердің дұрыстығы сандық мысал арқылы расталды. Жүргізілген 
модельдеу нәтижелері күй айнымалыларының коммутация мен кешігу әсеріне қарамастан 
нөлдік тепе-теңдікке ұмтылатынын көрсетті. Бұл ұсынылған әдістің тиімділігін және оның 
коммутацияланатын кешігуі бар сызықты емес жүйелер үшін қолдануға жарамдылығын 
дәлелдейді. 

Алынған нәтижелер басқару теориясындағы коммутацияланатын жүйелерді 
тұрақтандыру мәселелерін дамытуға белгілі бір үлес қосады. Ұсынылған тәсілді күрделі 
құрылымды жүйелерге, соның ішінде жоғары өлшемді және белгісіз параметрлері бар 
жүйелерге қолдану болашақ зерттеулердің маңызды бағыты болып табылады. Алынған 
нәтижелер коммутацияланатын жүйелер теориясының дамуына үлес қосады [6, 9-12]. 
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УСТОЙЧИВОСТЬ НЕЛИНЕЙНЫХ КОММУТАЦИОННЫХ СИСТЕМ С ВРЕМЕННЫМ 
ЗАПАЗДЫВАНИЕМ 

 
Аннотация: В данной работе рассматривается задача устойчивости переключаемых 

нелинейных систем с запаздыванием по времени. Динамика рассматриваемой системы 
определяется переключающим сигналом, описывающим переходы между несколькими 
подсистемами, при этом учитывается влияние временного запаздывания. Обеспечение 
устойчивости системы при произвольном изменении переключающего сигнала является сложной и 
актуальной задачей теории управления. В ходе исследования применён метод, основанный на 
функционале Ляпунова-Красовского, с помощью которого получены достаточные условия 
устойчивости для переключаемых нелинейных систем с запаздыванием. Предложенный подход 
позволяет одновременно учитывать нелинейные свойства системы, временные задержки и 
эффект переключения, что обеспечивает обобщение классических результатов. Кроме того, 
исследованы условия стабилизации системы за конечное время и предложен соответствующий 
закон управления в виде нелинейной обратной связи по состоянию. Данный закон управления 
обеспечивает достижение нулевого равновесия за конечное время и более быструю стабилизацию 
по сравнению с асимптотическим режимом. Полученные теоретические результаты 
подтверждены численным моделированием. Результаты моделирования показывают, что 
переменные состояния системы стремятся к нулевому равновесию независимо от воздействия 
переключения и запаздывания. Также установлено, что многократное изменение переключающего 
сигнала не нарушает устойчивость системы. Полученные результаты демонстрируют 
эффективность предложенного метода и его применимость для задач управления 
переключаемыми нелинейными системами с запаздыванием. 

Ключевые слова: коммутационная система, нелинейная система, временное 
запаздывание, устойчивость, стабилизация за конечное время, функционал Ляпунова–Красовского, 
коммутационный сигнал, управление 
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STABILITY OF NONLINEAR SWITCHED SYSTEMS WITH TIME DELAY 
 
This paper addresses the stability problem of switched nonlinear systems with time delay. The 

dynamics of the considered system are governed by a switching signal that describes transitions between 
multiple subsystems, while the effect of time delay is explicitly taken into account. Ensuring system stability 
under arbitrary switching signals is a challenging and important problem in control theory. In this study, a 
method based on the Lyapunov-Krasovskii functional is employed to derive sufficient stability conditions for 
switched nonlinear systems with time delay. The proposed approach allows simultaneous consideration of 
nonlinear system properties, time-delay effects, and switching behavior, thereby providing a generalization of 
classical results. In addition, finite-time stabilization conditions are investigated, and a corresponding nonlinear 
state-feedback control law is proposed. This control law guarantees that the system states converge to the 
equilibrium within a finite time and achieves faster stabilization compared to asymptotic stability.The obtained 
theoretical results are validated through numerical simulations. The simulation results demonstrate that the 
system state variables converge to the equilibrium despite the presence of switching and time delay. Moreover, 
multiple switchings do not deteriorate system stability. The results confirm the effectiveness of the proposed 
method and show its applicability to the control of switched nonlinear systems with time delay. 
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ВНЕДРЕНИЕ ЦИФРОВЫХ ПАСПОРТОВ ЛАБОРАТОРИЙ ДЛЯ УЧЁТА ОБОРУДОВАНИЯ  
И ПРИБОРОВ 

 
Аннотация: В данной статье представлена разработка информационной системы 

цифровых паспортов лабораторного оборудования, предназначенной для автоматизации учета, 
идентификации и фиксации истории эксплуатации материально-технических ресурсов в 
лабораториях высших учебных заведений. Актуальность исследования обусловлена 
необходимостью перехода от бумажных журналов и электронных таблиц к более надежным 
цифровым решениям, обеспечивающим прозрачность, доступность и структурированное хранение 
данных об оборудовании. 

Целью исследования является разработка и тестирование прототипа системы, 
обеспечивающей быструю идентификацию лабораторного оборудования с использованием QR-
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